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Resumen

Las propiedades absorbentes del sonido por parte de arreglos de cilindros rigidos en un medio fluido
son debidas principalmente a las pérdidas por viscosidad del aire en el que estan inmersos. Este trabajo
utiliza teorias de homogeneizacion para describir este comportamiento, respaldada por simulaciones
numeéricas. Los arreglos se disponen primero en laminas (“slabs”) que dan lugar al estudio de ondas
unidimensionales, sequidos de empaguetamientos de cilindros en conjuntos aproximadamente circulares
en dos dimensiones (clusters). El estudio se hace en anchos de banda de frecuencia amplios, examinando
la influencia de la fraccidon de llenado, del grosor de la lamina, del periodo de malla y de las propiedades
del medio de propagacion. Para cada combinacion de pardametros, se demuestra que hay una fraccion de
llenado 6ptimo donde se consigue maxima absorcién. Esto se debe a dos efectos. la energia reflejada en
la interfase y la energia disipada en los cuellos entre cilindros, donde las pérdidas se concentran. Los
resultados proporcionan una mejor comprension del comportamiento de materiales con una estructura
similar, como los absorbentes porosos.

Palabras-clave: pérdidas viscosas, homogeneizacion, arreglos de cilindros, absorcion sonora.

Abstract

The sound-absorbing properties of lattices of hard cylinders in a fluid are mainly a consequence of
viscous losses. This work makes use of homogenization theories to describe such behavior, backed by
numerical calculations. The lattices are arranged first in slabs resulting in one-dimensional wave
propagation, followed by approximately circular two-dimensional clusters. The study is carried out over
a broadband frequency range, examining the influence of the filling fraction, effective length, lattice
period, and background medium properties. For each combination of parameters, it is shown that there
is always an optimum value of the filling fraction yielding maximum absorption. This is a consequence
of both the amount of energy reflected at the interface and the energy dissipated in the necks between
cylinders, where losses are concentrated. These results help to better understand the behavior of
materials with a similar structure, like porous absorbers.

Keywords: viscus losses, homogenization, cylinder lattice, sound absorption.
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1 Introduccién

El estudio de las pérdidas tanto viscosas como térmicas en la propagacion del sonido se remonta varios
afios atras con los primeros trabajos de Kirchhoff, Konstantinov y Legusha [1-3]. Sin embargo, fue hasta
décadas después que se le dio importancia a estos efectos tanto en cristales fonénicos (PnCs) como en
metamateriales acusticos (AMTSs). Es asi, que muchos trabajos enfocados en el disefio de dispositivos
PnC para la absorcion del sonido han surgido recientemente [4-14].

Debido a lo anterior, se han disefiado PnCs y AMTs mas complejos que combinan el uso de maltiples
estructuras que pueden ayudar a mejorar la absorcion térmica y viscosa en un rango de frecuencia de
banda ancha, como estructuras hibridas con corrugaciones o perforaciones periodicas [15,16], PnCs con
gradiente [17-19], etc. Ademés, nuevas estructuras se han mejorado con el uso de técnicas de
optimizacion en algunos de los parametros geométricos [20-23].

Por otro lado, se ha demostrado que la absorcion del sonido tanto en PnCs como AMTSs se debe
principalmente a pérdidas viscosas, que en la mayoria de los casos constituye entre el 80% y el 90% de
las pérdidas totales visco térmicas [11, 18, 24]. Debido a esto, la absorcién del sonido en PnCs y AMTSs
puede limitarse a analizar los efectos viscosos y la optimizacion de caracteristicas estructurales
especificas como el pardmetro de red, la fraccion de llenado f y la estructura cristalina.

En el limite de baja frecuencia, los parametros acusticos efectivos (densidad de masa, médulo de
compresibilidad y coeficiente de decaimiento efectivo) de distribuciones periddicas de cilindros rigidos
incrustados en fluidos han sido obtenidos mediante diferentes enfoques de homogeneizacion [12, 25,
26]. Sin embargo, aunque estos modelos nos permiten tener una descripcion explicita de la fisica en los
PnCs y AMTs, y, ademas, aungue hoy en dia tenemos algoritmos numéricos para optimizar algunos de
los pardmetros de la estructura, es importante tener reglas en la seleccion de pardmetros clave para
optimizar de forma simple la absorcion del sonido en los PnCs y AMTSs.

En el presente trabajo, mostramos como la seleccion del parametro de red a, y viscosidad del medio
afecta la absorcion de sonido de banda ancha en un PnC. El estudio se realiz6 tanto para sistemas de
PnCs de ldaminas como para conglomerados de PnC finito. Ademas, se consider6 una red hexagonal
isotropica considerando la incidencia normal de una onda de presién sonora plana. En ambos casos
demostramos como existe un valor de f 0ptimo para el cual se obtiene la maxima absorcion de banda
amplia, donde dicha f Optima es distinta pero cercana al valor de f correspondiente al maximo
empagquetamiento.

2 Teoria
2.1. Coeficiente de decaimiento en un cristal fonénico.

En general cualquier PnC esta conformado por elementos dispersores sélidos distribuidos de forma
periddica formando una red de Bravais arbitraria, y a su vez, embebidos en una matriz, que en general
es un fluido. Aqui estamos interesados en estudiar la energia disipada en el interior de un PnC. Para esto
consideramos una onda de presién sonora del tipo p(x) = e~Y»"* donde el coeficiente de decaimiento
del sonido es y,,. Para calcular este coeficiente de atenuacion seguimos el procedimiento mostrado en
la Ref. [12], donde se considera que el sonido es mayormente disipado en las fronteras fluido-sélido del
PnC.

En el limite de bajas frequencias w — 0 (4 — ), el siguiente resultado es obtenido para el coeficiente
de decaimiento efectivo en un PnC 2D
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donde k = (k/k) es el vector unitario en la direccion de propagacion, L, es la circunferencia del
dispersor. Ademas, n y p son el coeficiente de viscosidad dinamica y la densidad del fluido de fondo,
respectivamente. A es el area de la celda unitaria y M(k) y N(k) son funcionales de los factores de
forma en el espacio reciproco (ver Ref. [12]). Aqui, la velocidad efectiva del sonido se puede calcular
segun las referencias [26, 28].

Para poder usar la Ecuacion (1), tenemos que satisfacer ciertos criterios de validez: el grosor de la capa

limite viscosa § < Ly, donde § = /2n/(wp). Ademas, las capas viscosas de dispersores vecinos mas
cercanos no deben superponerse. Para una frecuencia dada y el parametro de red a,, esta condicion
determina la fraccion de llenado méaxima f,,,,, en la cual la férmula es aplicable, pues el radio maximo
que podemos considerar en cada dispersor se vera afectado por el tamafio de § ~ 1/+/w. Para una red
2T
V3
de empaquetamiento compacto f,=0.9069. Es asi, que para considerar el ancho de la capa viscosa en
un calculo de f;,,4, €l radio méximo debe ser reemplazado por (a,/2) - § para un § evaluado en la
frecuencia minima de interés.

2
- ;. . ., R Py
hexagonal de cilindros rigidos con radio R, la fraccion de llenado es fj., = (—a ) y en la condicion
0

Por otro lado, el limite de frecuencias méximas de operacion esta determinado por la primera brecha de
frecuencias prohibidas. Para garantizar estar completamente en el limite de homogenizacion, usamos la
regla mostrada en la Ref. [26], donde se demuestra que los parametros homogeneizados de dispersores
rigidos distribuidos en una red hexagonal son validos para longitudes de onda mayores que 1, = 4a,,
que se obtuvo analizando la homogenizacion de aglomerados de cilindros con forma externa circular.

2.2. Absorbancia en un bloqgue PnC homogenizado.

En el limite de homogenizacién, una ldmina de PnC puede representarse como un medio efectivo (AMT)
donde el problema de dispersion puede resolverse en una dimension. La absorbancia viscosa en el AMT
puede obtenerse a partir de simples expresiones analiticas unidimensionales (1D) para los coeficientes
de transmision y reflexion

R(w) = |r(w)I?, )
T(w) = [t(w)? ©)
a(w) =1-R(w) —T(w) (4)

Donde los coeficientes t y r estan determinados por

[(Perreers)’ =002 (1+iverseers/ ‘*’)Z](l‘euef ! (Yeff_m/ceff))

[peffceff—pc(1+iyeffceff/u))]2—[peffceff+pc(1+iyeff(;eff/u))]zeZLeff(Yfo_iw/ceff)

®)

—4perCerrPC(1+iVersers/w)e el (verr=io/cers)

t =

(6)

2 . .
[pesseerr—pelt+iverscers/ol] ~lperscers+ooco(1+iverseeps/)| e ers ersi/cers)

Como se puede ver, tanto r,t como a Yy dependen de la frecuencia y del coeficiente de decaimiento
introducido en la Ecuacion (1).
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2.3. Factor de calidad Q.

Para analizar la absorcién de banda ancha hacemos un promedio de la absorcion viscosa en un rango de
frecuencias utilizando el llamado factor de calidad de absorcion QF, que condensa en un solo valor el
poder absorbente en una banda de frecuencias seleccionada Aw,

Q8 = 35 [ a(w)d (7)

donde wj y w; son las frecuencias inferior y superior, respectivamente, que determinan el ancho de
banda Aw = w; — wy.

Con la Ecuaciones (4)-(7), podemos determinar la cantidad de absorcion de baja frecuencia en diferentes
parametros que caracterizan las estructuras finitas de PnC con una reduccion significativa del tiempo de
CPU en comparacion con simulaciones usando el Método de Elementos Finitos (FEM). La
implementacion FEM empleada es la del producto comercial COMSOL. Cabe destacar que, a lo largo
del trabajo, se ha verificado las expresiones analiticas con calculos de COMSOL.

2.4. Modelo para una lamina efectiva.

Para garantizar que nuestras ecuaciones son validas, hemos realizado calculos de COMSOL utilizando
la aproximacion de capa de impedancia termo viscosa (BLI) [29] en su aproximacion adiabatica, la cual
contempla solo pérdidas viscosas.

Para poder reemplazar el sistema realista de cilindros embebidos en un medio viscoso, por un sistema
de parametros efectivos dados por las Ecuaciones (1-6) es necesario definir una longitud de bloque
efectiva L.sr. En este caso el tamafio de este bloque estara determinado por el numero de capas de

cilindros y el valor de longitud de cada capa. El ancho de cada capa de cilindros esta determinado por
la cantidad \/(3)a,/2. En la Figura 1 podemos observar un ejemplo de como hemos realizado las
simulaciones en COMSOL y como definimos un L. para realizar los calculos analiticos para este
mismo caso.

Figura 1 — (a) Ejemplo de simulacion de COMSOL para estudiar la transmision del sonido a través de
una lamina de PnC compuesta por 10 capas de cilindros rigidos incrustados en aire, donde se muestra la
malla. En el eje y se han aplicado condiciones de periodicidad de Floquet y la onda incide del lado
izquierdo de la muestra. El sistema esta delimitado al inicio y al final por condiciones PML-COMSOL.
(b) Esquema de la estructura después de la homogeneizacion (region gris) donde se indica el Lss
correspondiente. Los cilindros estan distribuidos en una red hexagonal con una fraccién de llenado del
0.8. Las posiciones x; y x, representan las zonas de medicion.
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2.5. Modelo para el conglomerado efectivo.

Para estudiar conglomerados circulares compuestos por N, cilindros rigidos, homogeneizamos el
conglomerado y consecuentemente, el célculo se simplifica al considerar un solo cilindro
homogeneizado con un radio efectivo R.sf y parametros acUsticos efectivos (es decir, velocidad del

sonido, densidad de masa y coeficiente de decaimiento).

La velocidad efectiva y la densidad del conglomerado homogeneizado se obtienen como se explica en
las referencias [26, 30]. Para determinar el radio efectivo R.fr del conglomerado, aplicamos la
condicidn de conservacion de la fraccion de Ilenado en el cilindro efectivo que reemplaza al cimulo
[30]. Por lo tanto, cuando la red subyacente del conglomerado es hexagonal,

Rer = (Ncﬁ)l/z- (8)

21

Para realizar el célculo de reflectancia, transmitancia y absorbancia, utilizamos el Boundary Element
Method (BEM) con pérdidas viscosas, como se explica en la referencia [19]. En resumen, las
simulaciones se realizan en el marco del BEM con pérdidas, lo que implica la solucién de las ecuaciones
de Navier-Stokes linealizadas sin flujo. Las tres componentes del campo acustico (acUstica, térmica y
viscosa) se separan y solo se acoplan en los limites del dominio [19, 30, 31]. De esta manera, utilizando
un solo cilindro similar a un fluido y el BEM, podemos explorar la dependencia de la fraccion de llenado
de los cimulos circulares, al igual que hicimos para los blogues.

3 Resultados y discusion.
3.1. Resultados para laminas de cristal fondnico.

Para los célculos en COMSOL usando la aproximacion BLI no es necesario indicar los pardmetros del
solido dispersor ya gue este los considera totalmente como cuerpos rigidos, sin embargo, en la Ecuacion
(1), se deben emplear los valores reales de los materiales que conforman al PnC en cuestion. Nosotros
contemplamos sélidos elésticos hechos de aluminio con pardametros p,;= 2700 kg/m3y A,;= 51x10° Pa.

El primer sistema que hemos analizado es el mismo de la Ref. [32], que posee unas pocas filas de
cilindros rigidos distribuidos en una red hexagonal con un periodo a, = 63.5 mm. El limite inferior de
frecuencias que hemos elegido para el Aw es 100 Hz, lo que determina la maxima fraccion de llenado.
Para la frecuencia superior, consideramos 382 Hz, que estd muy por debajo de la frecuencia maxima
gue verifica la condicion de homogeneizacion y pertenece a la region de dispersion lineal perfecta de la
primera banda de la estructura de bandas acusticas. Su vector de onda k se encuentra aproximadamente
a 1/4 de la distancia entre los puntos 'y M. Asi, Aw = 2 m x 282 Hz. Los resultados para este primer
sistema y 15 capas de cilindros, los podemos ver en la Figura 2, donde podemos ver una buena
concordancia entre las curvas obtenidas con el modelo analitico (linea continua) y los resultados de
simulaciones COMSOL BLI (simbolos). En la posicion del pico, las curvas difieren en 0.003 en el valor
del fop¢ que corresponde a menos del 1% del valor Q¥ , maximo.
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Figura 2 - Q% en funcién de la fraccion de llenado para una ldmina de cristal fonénico (PnC) con quince
capas de cilindros. Se muestran los resultados analiticos (linea continua azul), simulaciones COMSOL
BLI (simbolos rojos). La linea a trazos representa los resultados obtenidos cuando se afiaden cinco capas
de gradiente de indice en la parte frontal del bloque. Las flechas indican los valores f,,,; con absorcion
maxima.

El perfil de Q¥, que muestra un pico con maxima absorcion de banda ancha puede entenderse en
términos del equilibrio entre el aumento de la pérdida viscosa cuando aumenta la fraccion de llenado y
la disminucidn de la energia acustica disponible para disipacion debido al incremento de la reflectancia
de cada ldmina. Cada canal estrecho tiene capas viscosas que absorben el sonido por el efecto
Konstantinov [2, 3]. Sin embargo, para valores de f cercanos a la condicion de empaquetamiento denso,
el sonido que penetra se vuelve menor ya que la energia reflejada por la lamina aumenta con f vy, en
consecuencia, la transmitancia se vuelve muy pequefia, como lo describe Moleron y colaboradores [9].
Lo anterior indica que el valor f,,, con Q¥ , maximo resulta de un equilibrio entre la absorcion mejorada
para canales mas estrechos y la disminucién de la energia acustica que penetra en la ldmina debido al
aumento de la reflectancia.

Para verificar la explicacion anterior, hemos estudiado una estructura que contiene la lamina con un
conjunto adicional de capas de indice de gradiente (GRIN) que actGan como un dispositivo de
acoplamiento que iguala la impedancia acustica del aire con la de la losa. Esta solucion permite reducir
el efecto de la reflexion del sonido. En la Figura 2, la linea a trazos negra muestra como se logra
aumentar el valor de Q" , hasta f mayores debido a una mayor penetracion de la energia, o disminucion
de la reflectancia) gracias a la estructura de GRIN afiadida. Se observa un incremento en Q" de un
17%.

3.1.2. Dependencia del parametro de red y el medio viscoso del fondo.

Para este segundo caso, consideramos ahora laminas PnC hechos con un valor fijo de L.¢r = 254 mm.
Los periodos de red a, = 7.5 mm, 11.6 mm y 15.46 mm los cuales corresponden a 30, 25 y 19 capas de
cilindros respectivamente. Hemos realizado el calculo considerando tres medios viscosos distintos en el
fondo: aire, glicerina y agua. Dado que el material del fondo es distinto en cada caso, los intervalos de
integracion no pueden ser los mismos. En la Tabla 1 se resumen los valores escogidos para cada caso.
El limite superior fue escogido de acuerdo con el valor de frecuencia correspondiente al vector de onda
ubicado a 1/4 a lo largo de la direccion I' - M de la primera zona de Brillouin.
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Figura 3 - Q¥ como funcion de f para laminas de PnC con el mismo grosor L, pero diferente periodo
de red a,. Los resultados se calculan para tres medios viscosos: aire, agua y glicerina. El intervalo Aw
empleado para calcular QV,  es diferente para cada medio viscoso de acorde al limite de
homogenizacion. Las flechas indican la posicion del maximo en Q¥ , para cada caso.

Los resultados analiticos se muestran en la Figura 3, de la cual podemos concluir que una reduccién en
el valor de a, produce un aumento de las pérdidas viscosas por el blogue PnC. Este resultado se atribuye
a que, para una frecuencia dada, la absorcion tiene lugar principalmente en los canales estrechos
(cuellos) existentes entre cilindros cercanos a altas fracciones de relleno. Por lo tanto, para un blogue
con L.gy fijo, el nimero de capas que forman las laminas y, consecuentemente, el nimero de cuellos
entre cilindros son los parametros relevantes que determinan la cantidad de poder absorbente. La lamina
hecha de cilindros con el a, mas pequefio tiene el mayor valor de Q" , ya que contiene un mayor numero
de cilindros y cuellos. En otras palabras, cuando mas cilindros caben dentro del grosor de la lamina, mas
energia se disipa debido al incremento del nimero de canales estrechos creados entre los cilindros.
Ademés, analizando la reflectancia en estas estructuras, encontramos que aumenta cuando a, aumenta.
Por lo tanto, el efecto de desplazamiento puede deberse al hecho de que la reflectancia maxima se
obtiene para valores méas grandes tanto del parametro de red como de la fraccién de llenado.

Tabla 1 — Parametros empleados para calcular Q" , de las estructuras de la Figura 3.

Medio Viscoso wp/21 (HZ) w./2m (Hz) Aw/2m (Hz) dVw (m s?)
Aire 580 3400 2820 8.872x10°°
Agua 2000 11500 9500 1.263x10°°

Glicerina 4400 25800 21400 2.336x10*

Otro aspecto importante para analizar en los resultados mostrados en la Figura 3, es la dependencia del
medio viscoso en la Q" ,. Los resultados para el agua, que representa el fondo que proporciona la menor
absorcidn, tienen su propio interés cuando se comparan con el caso del aire. Aunque el agua es mas
viscosa que el aire, sus capas viscosas &, tienen el mismo orden de magnitud. Esto se debe a que & es
inversamente proporcional a la densidad del fluido, y la densidad del agua es tres 6rdenes de magnitud



Martin Ibarias, Vicente Cutanda Henriquez, José Sanchez-Dehesa

mayor que la del aire. Sin embargo, aunque § del aire y del agua son del mismo orden de magnitud, §
del aire es aproximadamente siete veces mayor que el del agua. Esto podria explicar por qué la absorcion
de banda ancha calculada para el aire es mayor que la del agua a pesar de que el intervalo de frecuencia
utilizado para calcular Q¥ en agua es mas amplio.

Es importante recordar que la existencia de resonancias de Fabry-Perot causadas por el espesor finito de
la losa es el principal mecanismo que conduce a la absorcion viscosa. Por lo tanto, para evaluar Q" , es
obligatorio seleccionar un intervalo de baja frecuencia de manera que la integral en la Ecuacion (7)
contenga varios picos de Fabry-Perot. Considerando estas condiciones, los resultados reportados aqui
nos permiten concluir que existe una fraccion de llenado 6ptima, fo,;, con un maximo Q. Ademas,
para un determinado medio viscoso de fondo y para un intervalo fijo de integracion, se puede obtener
un aumento de Q" , al disminuir el periodo de la red subyacente.

3.2. Resultados para conglomerados PnC finitos.

36 T T T T
R =748 mm
32F /T\ . Cluster A Cluster B Cluster C
n"“\- (.
& P . £
2 P il
S’ "3 »
N 3 28} P il 1 """" 1
o ol
24t -
w— Conglomerado A (361 cylinders) .
= = «Conglomerado B (151 cylinders)
----- Conglomerado C (85 cylinders)
20 L 1 L L
0.78 0.81 0.84 0.87 0.90
Fraccion de llenado ( f)

Figura 4 - Q¥ como funcion de f para conglomerados de cilindros duros con el mismo radio efectivo
Ry El intervalo de frecuencia Aw empleado en la Ecuacion (7) es el mismo para las tres estructuras.
Las flechas indican la fraccion f;,,,, con maxima absorcion. A la derecha vemos una figura esquematica
de los conglomerados y el nimero de cilindros en su interior.

En la Figura 4 mostramos los resultados analiticos de @V, como funcion de f para conglomerados
homogeneizados de cilindros con forma externa circular y un radio efectivo fijo R.s = 0.748 m. El
limite inferior de integracion para la Ecuacion (7) fue fijado en w;, = 2m X 580 Hz y terminando en
w; = 21 %X 3400 Hz, de manera que Aw = 21 X 2820 Hz.

En este caso, podemos ver que se cumple el mismo fenémeno observado en los bloques que hemos
analizado anteriormente: el conglomerado A que contiene el mayor nimero de cilindros proporciona la
méaxima absorcion viscosa en banda ancha a pesar de tener las mismas dimensiones que los otros. Los
conglomerados B y C, con 161 y 85 cilindros, respectivamente, proporcionan una absorcion en banda
ancha mas baja. Al igual que en el caso de los bloques PnC, la fisica subyacente que explica el aumento
de la cantidad viscosa con se atribuye al numero de canales estrechos o cuellos existentes entre los
cilindros mas cercanos. En conglomerados con la misma dimension externa, el nimero de cuellos
absorbentes, N, , aumenta cuando el periodo de la red subyacente disminuye, por lo tanto, se espera un
aumento en la absorcion también. Esta conclusion esta respaldada por el maximo Q" , exhibido por los
diferentes conglomerados.
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4  Conclusiones.

Hemos presentado un modelo semi-analitico que permite el calculo de la absorbancia viscosa en laminas
(slabs) semi-infinitas de PnC, asi como en conglomerados (clusters) de cilindros rigido con forma
circular externa. Estas estructuras merecen estudio debido a que sus propiedades absorbentes pueden ser
altamente controladas ajustando sus pardmetros geométricos, que estan limitados Unicamente por
consideraciones de fabricacion. En comparacion, los materiales porosos estdn sujetos a grandes
incertidumbres en sus pardmetros y solo pueden ser tratados estadisticamente.

Nuestro algoritmo permite estudiar cbmo controlar la absorbancia de estructuras muy complejas al
reducir el problema a laminas y conglomerados homogeneizados simples donde la viscosidad es otro
pardmetro homogeneizado, al igual que la velocidad del sonido y la densidad dindmica.

Los resultados obtenidos con nuestras férmulas han sido respaldados con simulaciones realizadas en el
marco del método de elementos finitos (FEM), utilizando las distribuciones exactas de cilindros en las
losas y en los conglomerados finitos. Hemos analizado la absorcién viscosa en banda ancha como
funcidn de la fraccién de llenado del cristal de la red y hemos concluido que la maxima absorcién se
puede lograr para un valor 6ptimo de fraccion de llenado.

Como regla general, se puede decir que la cantidad de pérdidas de disipacion en banda ancha esta
relacionada con el nimero de canales estrechos o cuellos existentes dentro del bloque de PnC o los
conglomerados finitos. Es decir, las ldminas o conglomerados con la misma dimensién externa tendran
una mayor disipacion cuando aumente el nimero de cilindros en su interior.

Nuestros resultados tienen un interés potencial en acustica aplicada y, particularmente, para el disefio
de materiales altamente absorbentes hechos de fibras rigidas.
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