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Resumen

Presentamos el disefio y realizacion de estructuras acusticas bidimensionales que denominamos
supercristales (SCs) con el objetivo de obtener la maxima disipacion viscosa a bajas frecuencias. Un SC
consiste en la combinacion de dos cristales fononicos (PnC) con periodicidades muy diferentes, donde
uno de los dos PnC se comporta como el fondo del otro y ambos se homogenizan como un todo. Hemos
desarrollado una teoria analitica de homogenizacion que permite obtener el coeficiente efectivo de
atenuacion del sonido en un SC como funcién de la frecuencia y la fraccion de llenado. Esta teoria es
valida para cualquier seccion transversal de cilindros y cualquier red de Bravais. Aqui mostramos
resultados para SCs realizados con barras rigidas de seccion circular embebidas en aire. El cristal
fondnico con menor parametro de red a1 actia como fondo donde se coloca el cristal fondnico con barras
cilindricas de mayor diametro distribuidas en una red hexagonal con parametro de red a. mucho mayor
que el anterior; a.~ 20a,. Los resultados teoéricos indican que los coeficientes de atenuacion para los SCs
estudiados son entre un 20% y un 45% mayor que el decaimiento obtenido con el PnC con parametro
de red mas pequefio. Los resultados analiticos estan en buen acuerdo con las simulaciones numéricas
basadas en elementos finitos y con medidas realizadas con muestras fabricadas en impresoras 3D.

Palabras-chave: absorcion viscosa, cristal fondnico, doble periodicidad, supercristal.

Abstract

This work presents the design and practical realization of acoustic structures denominated supercrystals
(SCs) to obtain maximum viscous absorption. An SC consists of a combination of two phononic crystals
(PnC) with different periodicities where one PnC acts as the background of the other and both
homogenize as a unique structure. We have developed an analytic theory to homogenize the SC to obtain
the effective viscous attenuation coefficient that depends on the frequency and the lattice filling fraction.
The theory is valid for any section of the scatterers and Bravais lattice. Here, we show results for SCs
made of hard rods with circular cross-sections embedded in air. The PnC with lower lattice period a1
acts as the background of the other, which consists of a PnC with rods of larger diameters distributed in
a hexagonal lattice with period a., which is much larger, i.e., .= 20a.. The theoretical results regarding
the attenuation coefficients indicate that the SCs have values about 20% and 45% larger than those
obtained for the PnC with a smaller lattice period. The analytical results agree with numerical
simulations based on the finite element method and measurements made on samples fabricated in a 3D
printer.

Keywords: viscous losses, super crystal, double periodicity, acoustic metamaterial.
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1 Introduccion

Cuando una onda de presion de sonido se propaga en un fluido con viscosidad sufre una atenuacion
exponencial que va como p(x) ~ e~ "°*  donde el coeficiente de atenuacion crece cuadraticamente con
la frecuencia. Esto es,

Yo “’—23[377 +€], M

2poCp

donde p, es la densidad del fluido, 17 y € son los coeficientes de viscosidad y la velocidad del sonido es
Co- Sin embargo, el coeficiente de atenuacion y, representa solo una absorcion débil porque los
gradientes de velocidad en el fluido son muy pequefios. No obstante, si temenos una una interfaz fluido-
solido, se forma una capa limite viscosa de pequeiio grosor § donde aparecen gradientes de velocidad
mayores donde el sonido es fuertemente absorbido por efectos termo-viscosos [1].

Es asi que debido a la alta absorcion de sonido en estructuras con interfaces sélido-fluido, han surgido
varios trabajos donde se explota esta propiedad como, por ejemplo, estructuras con micro cavidades y
resonancias hibridas [2-6], estructuras con gradientes [7-9], estructuras periddicas con pérdidas viscosas
[10-12] y sistemas de multiple escala compuestos de espumas o inclusiones periddicas [13-17]. En
particular, en los sistemas de multiple escala, debido a la formacion de multiples fronteras viscosas y a
la interaccidn entre los distintos dispersores, se consigue un aumento en la absorcion del sonido. Es por
eso que los sistemas de multiple escala son interesantes de estudiar.

Una forma de construir un sistema de multiple escala es mediante dos cristales fononicos, donde uno
esté embebido en el otro. De esta manera, uno de los cristales fononicos sirve como fondo de metafluido
para el otro cristal fonénico. Esto podria llevarnos a la mejora de algunas propiedades, como la inercia,
que fue previamente predicha fenomenologicamente en la Ref. [16].

Este trabajo presenta una teoria analitica para calcular el coeficiente de decaimiento de un cristal
fononico de doble escala. A este sistema lo llamamos supercristal actistico (SC) y mostramos cémo es

posible obtener una mejora significativa en la absorcion del sonido debido a la interaccion de doble
escala de los dispersores. Se presentan resultados experimentales, numéricos y analiticos.

2 Teoria

Consideremos una red bidimensional de varillas sélidas con circunferencia L y periodo a. Aqui, la
pérdida de energia debida a la interaccion de una sola varilla sélida se calcula mediante

AE/E ~ (6/M)(L/a) 2

donde la capa viscosa formada alrededor de la varilla § << A = 2mcy/w. En el caso de un cristal
fondnico bidimensional, estas pérdidas pueden estimarse como
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~ AE/aE ~ \/7 \/m (3)

donde f ~ (L/a)? es la fraccion de llenado de los dispersores solidos en la red bidimensional.

Sin embargo, esta aproximacion no tiene en cuenta ni la interaccion entre cada una de las varillas sélidas,
ni la geometria de la celda unitaria ni la geometria del dispersor. Por lo tanto, esta formula subestima
las pérdidas disipativas en un cristal fononico. Una forma de tener en cuenta la contribucion de todos
los dispersores solidos y todos los parametros geométricos del sistema es haciendo una expansion en
ondas planas. La formula exacta para calcular el coeficiente de decaimiento para un cristal fononico
bidimensional en el limite de baja frecuencia (donde la relacion de dispersion es lineal, w = co¢rk [18])
fue publicada en la Ref. [12] y va como:

w oM(E' 0)
ron(R) = o e ey v

donde M (72, po) yN (E, po) estan representados por series sobre los vectores de la red reciproca G.
Cefr €s la velocidad efectiva del sonido, y k es el vector de onda. El funcional M depende de los
factores de forma de los dispersores

F(G) = Ai [e"67dr (5)

siendo A, el area de la celda unitaria. El funcional N esta relacionado con la disipacion dentro de la
capa limite, donde el factor de forma alrededor del contorno [, que separa las varillas solidas del
entorno fluido es

L(G) = %gﬁlae‘ic‘rd L. (6)

Si calculamos el decaimiento del sonido en un cristal fonénico usando estas formulas, se obtiene un
fuerte aumento en las pérdidas viscosas a altas fracciones de llenado [10, 12] comparado a un medio
compuestos de solo aire.

m : a)

0.035 ||

0.015[32525595T
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0.035 1

Figura 1- Supercristal bidimensional de varillas cilindricas rigidas en aire. a) Cilindros pequefios de
radio R; = 0.88169 mm dispuestos en una red hexagonal con periodo a; = 3.755 mm. Varillas grandes
con R, =19.715mmy a, = 20a; =75.1 mm. Ambas redes tienen fracciones de llenado similares, f;
=0.2y f, =0.25. b) Representacion de la celda unitaria del supercristal. Para este ejemplo, usamos una
red hexagonal, que es isétropa en 2D.
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Por otro lado, en un SC, tenemos una homogenizacion de doble escala, es decir, dos redes se
homogenizan como un todo. La Figura 1 representa un SC, que consiste en una red hexagonal de
cilindros pequefios, con radio R; y periodo corto a;, inmersa en aire, formando un fondo de metafluido
para cilindros méas grandes, de radio R, y periodo largo a, = 20a,. Aunque podemos pensar que la red
de periodo corto y el aire siempre sera un fondo homogenizado independiente de la red de cilindros
grandes, no es asi. El SC se homogeniza como un todo y podemos considerar tanto la red pequefia como
la red grande como el fondo de metafluido de la otra red y viceversa.

En el SC, podemos usar directamente la Ecuacion (4) para obtener individualmente el coeficiente de
decaimiento de cada red por separado y calcular la contribucion aditiva de cada red. Sin embargo, esto
lleva a una estimacion incorrecta de las pérdidas viscosas de todo el SC. Esto se debe a que cuando la
onda sonora interactia con el SC, se encuentra tanto con los cilindros grandes como los pequefios y esta
interaccion conduce a un realce adicional de la disipacion en el SC. Asi, la dispersion entre redes afecta
a cada coeficiente de decaimiento en la Ecuacion (4) superando el valor del coeficiente de decaimiento
individual de cada cristal fononico que conforma al SC, es decir, tendremos dos coeficientes de
decaimiento nuevos y; > Vpp1 Y V2 > Ypnz- Por lo tanto, el coeficiente de decaimiento total en el SC
es

Ysc =V1+ V2 (7

donde y; y ¥, se calculan usando una formula parecida a la Ecuacion (4), pero con los parametros del
SC, es decir, con una nueva velocidad efectiva del sonido asociada a la interaccion tanto de cilindros
pequefios como los grandes con el aire ¢, y la densidad de masa adecuada en los funcionales para cada
contribucion i — ésima de lared, M (pe f fi) yN (pe . fi)' Asi, el conjunto de ecuaciones para calcular el
coeficiente de decaimiento del SC es

L M
Vi = 1 [cun (peffZ)’ (8)
2Ac1Csc | 2P0 N(peffz)
__L wno M(pesr1)
Y2 =5 T )
2Ac2Csc | 2P0 N(peffl)

donde los parametros adecuados han sido cambiados. Es importante notar que los funcionales ahora
dependen de la densidad efectiva del fondo de metafluido segtin el caso. p,f, corresponde a la densidad
de masa efectiva de la red pequefia y p,ry, a la densidad de masa efectiva de la red mas grande. En la
raiz cuadrada, 17y y py permanecen sin cambios porque la disipacion ocurre en la capa limite de cada
dispersor, donde los gradientes de velocidad del aire cambian rapidamente.

Por otro lado, para calcular c,. seguimos el procedimiento de la Ref. [ 18], pero reemplazando el fondo
por las propiedades efectivas del metafluido correspondiente. En este paso, podemos considerar la red
grande o la red pequefia como el fondo de metafluido y el resultado de c,, seria el mismo porque la
formula es simétrica y el SC se homogeniza como un todo.
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3 Resultados y discusion

Para garantizar que los célculos son correctos, los hicimos en la region de homogeneizacion 4 = 4a,
[19] y considerando fracciones de llenado donde las capas viscosas no se superponen entre si.
Considerando el SC de la Figura 1, calculamos el coeficiente de decaimiento con la Ecuaciones (7-9)
obteniendo ¥, = 0.0048 v/w m™'. Con el fin de hacer una comparacion directa con un cristal fonénico
simple, calculamos el coeficiente de decaimiento correspondiente al fondo del SC anterior con la
Ecuacion (1), obteniendo Yph, = 0.004 v m™. Asi, el coeficiente de decaimiento del SC representa una

atenuacion de un 20 % mas rapida. Esto se debe a la interaccion entre ambas redes, tal como se explico
en la seccion anterior. Si deseamos una atenuacidon ain mayor, podemos lograrlo utilizando redes con
fracciones de llenado muy diferentes. Por ejemplo, utilizando la misma red hexagonal con a; = 3.755
mmy R; = 0.88169 mm (f; = 0.25) para el fondo, pero otra red mas grande con f, = 0.6, obtenemos ¥,
=0.0058 v m™'. Esto representa una atenuacion extraordinariamente mas rapida de casi un 45 % en
comparacion con el fondo de metafluido. Es importante hacer hincapié que esta absorcion extraordinaria

se mantiene en el limite de bajas frecuencias muy debajo de la primera brecha prohibida en la estructura
de bandas.

En la Figura 2, mostramos una comparacion entre las simulaciones COMSOL, los calculos analiticos y
las medidas experimentales (simbolos). Las simulaciones COMSOL se realizaron utilizando la
aproximacion de Capa Limite Termoviscosa (BLI) [20] con solo pérdidas viscosas (linea punteada) y
con pérdidas visco térmicas (linea a trazos).
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Figura 2 - a) Espectros de reflectancia, transmitancia y absorbancia para una barrera finita de SC con
grosor d = 1.56 m. El area sombreada marca la zona de zanja prohibida. b) Parte imaginaria del vector
de onda (coeficiente de decaimiento) del SC normalizado a su valor en aire. La linea so6lida muestra
calculos analiticos, las lineas punteadas y a trazos son simulaciones numéricas incluyendo pérdidas
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viscosas y termo viscosas, respectivamente. Los simbolos representan las medidas obtenidas con la
muestra vista en la foto insertada.

En la Figura 2-a), vemos una buena coincidencia entre el calculo analitico y las simulaciones
aproximadamente hasta 1200 Hz, lo cual es bastante mas arriba de lo que nos dicta la condicion de
homogenizacion (900 Hz) [19]. Las oscilaciones observadas en los espectros también estan en buen
acuerdo y corresponden a las resonancias de Fabry-Perot de 79 Hz calculadas con la formula ¢y /2d.
Otro resultado importante se muestra en la Figura 2-b), donde hemos extraido la parte imaginaria del
vector de onda a partir de una barrera finita de SC simulada en COMSOL. Esto se hizo utilizando el
método de la Ref. [21]. Los resultados obtenidos de la barrera finita de SC en COMSOL también
concuerdan bien con el coeficiente de decaimiento analitico del SC infinito. Es importante también notar
que el coeficiente de decaimiento es aproximadamente 5 6rdenes de magnitud mayor que el decaimiento
en el aire, lo cual es un resultado esperado en sistemas con fronteras fluido-sélido.

Para demostrar la aplicabilidad de la teoria, decidimos fabricar en una impresora 3D la misma muestra
de cristal sonico de multiple escala descrita en la Ref. [16]. Para hacer los dispersores utilizamos plastico
ABS con una densidad de 1.05 g/cm®. El afiadido en la Figura 2-b) es una foto de la muestra fabricada.

Los parametros del SC son los siguientes: a; = 2.5 mm, a, =33.7 mm, R; = 1 mm y R, = 9.7 mm. El
espesor de la barrera del SC fue de d = 30 mm. Con este espesor, la barrera contiene 13 periodos a.
Sin embargo, solo es posible ajustar una capa de los cilindros grandes con este tamafio. L.as mediciones
se realizaron en un tubo de impedancia acustica (ACUPRO) con un transductor JBL 2426H. Utilizando
el método de matriz de transferencia [22], obtuvimos Z = pcy el nimero de onda complejo korr = k +
iy a partir de los datos experimentales. Con ambos parametros, calculamos la velocidad compleja del
sonido mediante la formula conocida ¢comprex = @/kefy-

0.8 . : :
g
B I e
*ﬁﬁ Y% Real exp
¥ Imag, exp

e Real, analytic
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Figura 3 - Velocidad del sonido compleja normalizada en un SC con parametros a; = 2.5 mm, a, =
33.7mm, R; =1 mmy R, = 9.7 mm. Las lineas y simbolos corresponden a medidas experimentales
en una barrera finita de SC, y la linea continua a calculos analiticos en un SC infinito con los mismos
parametros geométricos de las redes de la muestra finita.

En la Figura 3 se muestra la velocidad del sonido compleja normalizada en un SC. Las lineas y simbolos
corresponden a las mediciones de la muestra finita y la linea continua a los célculos analiticos en un SC
infinito. Podemos observar que, aunque en la muestra finita solo tenemos una capa de cilindros grandes,
tanto la parte real como la imaginaria de la velocidad del sonido compleja estan muy cerca del resultado
predicho por nuestra teoria. Por otro lado, la parte real de la muestra finita tiende al valor exacto de la
teoria para frecuencias mas altas.
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4 Conclusiones

Hemos presentado una teoria analitica para el calculo del coeficiente de decaimiento viscoso en un
supercristal acustico. Los resultados muestran como este tipo de sistemas multiple escala pueden
aumentar significativamente la absorcion del sonido en comparacion con un caso simple de cristal fonico
con una sola red periddica. La teoria es valida para cualquier red de Bravais, cualquier geometria de
dispersores, cualquier fraccion de llenado y para todas las frecuencias por debajo de la primera zanja de
frecuencias prohibida.

Todos los resultados analiticos concuerdan bien con las simulaciones de COMSOL y parcialmente con
los experimentos.
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